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Mit gemischten Normalverteilungen gegen Baren

Hohe Korrelationen bestehen oft gerade in fallenden Markten. Dieser Beitrag beleuchtet dieses Phanomen und zeigt,
dass es sich Uber sogenannte gemischte Normalverteilungen gut abbilden l&sst. Ein erheblicher Vorteil dieser Vertei-
lungen sind die ckonomische Interpretierbarkeit und der Rickgriff auf bereits etablierte Konzepte.

Die Korrelationsmatrix ist ein wichtiger Parameter in der Kon-
struktion effizienter Portfolios im Sinne der Markowitzschen Portfo-
liotheorie. Denn die Stirke der Korrelationen entscheidet dariiber, in
welchem Umfang das Risiko eines Portfolios durch Diversifikation ge-
senkt werden kann. Sind die Korrelationen schwach, so lassen sich die
Auswirkungen negativer Schocks in einzelnen Mirkten durch Risiko-
streuung wirksam kontrollieren. Sind die Korrelationen jedoch stark,
treffen Schocks tendenziell alle relevanten Mirkte und kénnen nicht
~wegdiversifiziert“ werden. Dieser einfache und doch grundlegende
Gedanke macht die Lehre von den effizienten Portfolios zu einem fiir
die Praxis besonders relevanten Stiick Wirtschaftstheorie. Bei der An-
wendung stellt sich allerdings ein Problem: Die Korrelationen sowie
natiirlich auch die erwarteten Renditen und Volatilititen sind unbe-
kannt und miissen geschitzt werden. Im klassischen Modell (1) wird
davon ausgegangen, dass der betrachtete Renditevektor in einer Perio-
det, Ry, einer zeitinvarianten Normalverteilung mit Mittelwertvektor i

und Kovarianzmatrix . folgt. Es gilt Ri~Normal (u, %).

_Uberschreitungsniveaus machen
Asymmetrie sichtbar

Empirische Studien haben jedoch gezeigt, dass dieses einfache
Modell (1) zur Modellierung der Korrelationen zwischen Wertpapier-
renditen oftmals nicht geeignet ist, da es eine charakteristische Asym-
metrie in der Abhingigkeitsstruktur vieler Mirkte aufler Acht lasst.
Diese asymmetrische Korrelationsstruktur besteht darin, dass die Kor-
relationen in tendenziell fallenden Mirkten stirker sind als in tenden-
ziell steigenden Mirkten. Die Bedeutung eines solchen Befunds fir

die Anwendung der Portfoliotheorie liegt indes auf der Hand. Denn er
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impliziert, dass die Vorteile der Diversifikation genau dann nicht rea-
lisiert werden kénnen, wenn ihr Nutzen am gréfiten wire. Insbeson-
dere werden Modelle der Form (1), bei denen die Existenz unterschied-
licher Korrelationsregime nicht beriicksichtigt wird, dazu tendieren,
die Korrelationen und damit auch das Portfoliorisiko in fallenden

Mirkten zu unterschitzen.

Ein besonders anschauliches Instrument zur Darstellung asym-
metrischer Korrelationen in Bullen- und Biarenmirkten sind die von
Longin und Solnik im Jahr 2001 in einem Aufsatz im ,Journal of Fi-
nance“ eingefithrten Uberschreitungskorrelationen, die wie folgt defi-
niert sind. Betrachtet werden zwei Wertpapiere mit den Renditen R1
und Rz (in Prozent), deren Mittelwerte durch g, und y, gegeben sind.
Die empirische Uberschreitungskorrelation relativ zu einem gegebe-

nen Uberschreitungsniveau 0 < 0 (> 0) ist die Korrelation zwischen

Tabelle 1: Statistische Eigenschaften der
monatlichen MSCI-Total-Return-Indizes”

Mittelwert Volatilitat Korrelation

| usa Deutschland USA Deutschland |

0910 0,817 4,360 5610 | 052

* Die Tabelle zeigt die historischen Mittelwerte und Volatilititen (Standardab-
weichungen] sowie den Korrelationskoeffizienten fiir die monatlichen (diskreten)
prozentualen Renditen der MSCI-Total-Return-Indizes (lokale Wahrungen) fiir die
Aktienmarkte der USA und Deutschlands. Die Stichprobe umfasst den Zeitraum
von Januar 1970 bis Juni 2008 (462 Beobachtungen).

Quelle: Mittnik und Haas; © portfolio institutionell
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den Renditen in jenen Perioden, zum Beispiel Monaten, in denen bei-
de Renditen 6 Prozentpunkte unter (iiber) dem jeweiligen Mittelwert
liegen. Fiir sie gilt sowohl R, < w+ 6 (R; > w,+0) als auch
R,<py+ 0 (Ry>p,+0). Istetwa i, = 4, = 0, so berechnet sich die Uber-
schreitungskorrelation zum Niveau 6 = 5% als Korrelation zwischen
den Wertpapierrenditen in all jenen Monaten, in denen beide Papiere
einen Verlust von mindestens fiinf Prozent realisiert haben. Abbil-
dung 1 zeigt die Uberschreitungskorrelationen fiir die monatlichen
Renditen der MSCI-Total-Return-Indizes fiir die USA und Deutsch-
land von Januar 1970 bis Juni 2008. Die Korrelationen weisen eine
ausgeprigte asymmetrische Struktur auf, mit erheblich hoheren
Korrelationen fiir negative Uberschreitungsniveaus. Dies kann als
Indiz fur spezifische Bullen- und Birenmarktkorrelationen gedeutet

werden.

Die Analyse bedingter Korrelationen erfordert allerdings eine ge-
wisse Umsicht, denn selbst wenn eine zeitinvariante Normalvertei-
lung iiber den gesamten Stichprobenzeitraum vorliegt, ist die Uber-
schreitungskorrelation keine konstante Funktion des Uberschrei-
tungsniveaus. Die Tatsache allein, dass die empirischen Uberschrei-
tungskorrelationen nicht konstant und nicht identisch mit der
unbedingten empirischen Korrelation in Tabelle 1 sind, ist also nicht
ausreichend, um die Hypothese einer konstanten Korrelationsstruk-
tur zuriickzuweisen. Jedoch zeigt die Abbildung 1, dass die Uberschrei-
tungskorrelationen unter der Annahme der Normalverteilung, die mit
Hilfe von Simulation ermittelt wurden, nicht nur symmetrisch sind,
was zu erwarten gwesen ist, sondern mit wachsendem absoluten
Uberschreitungsniveau erstaunlicherweise sogar abnehmen. Dies ist
der Fall, obgleich die zur Berechnung dieser Korrelationen herangezo-
genen Beobachtungspaare genau jene Monate reprisentieren, in de-
nen sich beide Indizes gleichgerichtet verindert haben. Wie ist das

nun zu erkliren?

Die Formel fiir die Kovarianz (Cov) zwischen zwei Zufallsvariab-
len X und Y, Cov(X,Y)=E{[ X — E(X)][Y- E(Y)]} wobei E(*) den Erwar-
tungswert bezeichnet, zeigt, dass diese grofRe Werte annimmt, wenn
grofRe (kleine) Auspragungen von X tendenziell mit grofRen (kleinen)
Ausprigungen von Y zusammentfallen. Dabei ist der Maf3stab fiir die
Grofe einer Ausprigung die Differenz zum jeweiligen Erwartungs-
wert. Betrachtet man nun lediglich die Renditeausprigungen, die klei-
ner (0 < 0) oder gréRer (6 > 0) sind als ein gegebenes Uberschrei-
tungsniveau, so hat diese Teilmenge einen entsprechend kleineren
oder groferen Mittelwert als die Gesamtstichprobe. Es ist somit a pri-
ori schwierig, Aussagen iiber den Verlauf der bedingten Kovarianz
und damit der Uberschreitungskorrelation zu machen. Fiir die Nor-
malverteilung jedenfalls gilt das in Abbildung 1 gezeigte Verhalten all-
gemein, und fiir § — o gehen die Uberschreitungskorrelationen ge-

gen null.

Dies fiihrt zu der Feststellung, dass die empirischen Befunde den

Implikationen einer Normalverteilung mit konstanter Korrelation

deutlich widersprechen. Im Folgenden wird daher ein Modell skiz-
ziert, mit dem die Abhingigkeitsstruktur der Renditen weitaus genau-
er erfasst werden kann und das sich seit einigen Jahren in der Finanz-
Skonometrie grofler Beliebtheit erfreut. Es handelt sich dabei um das
Modell ,gemischter Normalverteilungen*, welches als Verallgemeine-
rung des Modells (1) betrachtet werden kann, indem nun explizit un-
terschiedliche Marktzustinde (Regime) mit spezifischen Renditeer-
wartungen und -volatilititen sowie Korrelationen zugelassen werden.
Auf diese Weise kann die Abhingigkeitsstruktur der Renditen weiter-
hin mit Hilfe von Korrelationskoeffizienten beschrieben werden, wo-
durch die Interpretation in vielen Zusammenhingen erleichtert wird.
Es sei ebenfalls bemerkt, dass durch diese Modellklasse auch die bei
Renditen hiufig beobachteten Verteilungseigenschaften der Schiefe

und der schweren Rinder beriicksichtigt werden.

_Marktregime sind relativ konstant

Wir gehen im Weiteren von drei méglichen Regimen aus, um ne-
ben einem ,normalen” Marktzustand ein Bullen- und ein Barenmarkt-
regime identifizieren zu konnen. In Anlehnung an (1) ist dann:
Ril's, = j~Normal (,u]-,+Z]-), j€ {Normal, Bullen, Biren}, wobei die Re-
gimevariable s; den gegenwirtigen Marktzustand anzeigt. Die Markt-
zustinde sind weder direkt beobachtbar noch mit Sicherheit vorher-
sagbar. Daher miissen fiir das Modell (2) die Wahrscheinlichkeiten da-
fiir spezifiziert werden, dass ein bestimmtes Regime zu einem gege-

benen Zeitpunkt aktiviert wird. Eine einfache und doch empirisch

Tabelle 2: Geschatzte Parameter des
Markov-Switching-Modells”

Erwartete Rendite Volatilitat Korrelation | langfristige

Wahrschein-
lichkeit

USA | Deutschland | USA | Deutschland| \

Regime 1 (Normales Regime)

0,874 ‘ 1,024 ‘ 3,091 ‘ 3,693 ‘ 0,466 ‘ 0,563
Regime 2 (Bullenmarktregime)
3479 | 2593 | ssas2 | sgi0 | 0068 | 0209
Regime 3 (Barenmarktregime)
1553 | 1528 | 5593 | 8338 | 0798 | 0208
Ubergangswahrscheinlichkeiten
Normal(t) | Bullenl(t) Baren(t)
Normal(t+1) | 0,940 0,168 0,000
Bullen(t+1) | 0,038 0,729 0,165
Béren(t+1) | 0,022 0,103 0,835

* Gezeigt werden die Schatzergebnisse fiir das Markov-Switching-Modell (2) fir
die MSCI-Indizes (siehe Tabelle 1). Im unteren Teil der Tabelle werden die Wech-
sel- oder Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Regimen von Periode
(Monat) t nach Periode t+1 wiedergegeben.

Quelle: Mittnik und Haas; © portfolio institutionell

Abbildung 1: Uberschreitungskorrelationen fiir die
MSCI-Indizes USA/Deutschland

Uberschreitungskorrelationen fiir die MSCI-Indizes USA/Deutschland
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recht erfolgreiche Spezifikation wird durch das Markov-Switching-
Modell bereitgestellt. In diesem Modell hingen die Regimewahr-
scheinlichkeiten fiir die Periode t+1 vom gegenwirtig (in Periode t) ak-
tivierten Regime ab, indem fiir jeden Marktzustand die Wahrschein-
lichkeiten sowohl des Verbleibs im aktuellen Regime als auch eines
Wechsels in alle iibrigen Regime spezifiziert werden. Dies sind die so-
genannten Ubergangswahrscheinlichkeiten. Damit kann der plausib-
le Sachverhalt erfasst werden, dass zum Beispiel die Wahrscheinlich-
keit eines Biarenmarktes im kommenden Monat am gréfiten ist, wenn
die Marktteilnehmer auch gegenwirtig unter einem solchen leiden.
Dagegen kann dem Wechsel von einem Bullen- in einem Birenmarkt
vermutlich eine kleinere Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden. Aus
diesen bedingten Wahrscheinlichkeiten lassen sich auch unbedingte,
langfristige Wahrscheinlichkeiten ableiten, aus denen auf die Hiufig-
keit etwa eines Birenmarktes iiber lingere Zeitriume hinweg ge-

schlossen werden kann.

Es mag noch niitzlich sein zu erwihnen, dass alle Parameter des
Modells (2) gemeinsam mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten si-
multan mittels der Maximum-Likelihood-Methode geschitzt werden.
Insofern sprechen die Daten fiir sich. Insbesondere wird a priori kei-
ne Zuordnung der Beobachtungspunkte zu den einzelnen Regimen

vorgenommen.

Die Schitzergebnisse fiir das Markov-Switching-Modell finden

sich in Tabelle 2. Diese ermdéglichen es, die Regime ohne Unschirfe
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zu klassifizieren. Dabei identifizieren wir ein Birenmarktregime mit
negativen erwarteten Renditen, relativ hohen Volatilititen und einer
deutlich tiber dem unbedingten Niveau liegenden Korrelation, wih-
rend die Korrelation im Bullenmarktregime praktisch null betrigt. So-
wohl das Bullenmarktregime als auch das Birenmarktregime haben
eine langfristige Wahrscheinlichkeit von etwa 20 Prozent. Die ge-
schitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten, die im unteren Teil der Ta-
belle aufgefithrt werden, unterscheiden sich allerdings deutlich von
diesen langfristigen Hiufigkeiten. Angezeigt werden die Wahrschein-
lichkeiten, von einem bestimmten Regime in Monat t in ein anderes
Regime in Monat t+1 zu wechseln. Zum Beispiel betrigt die Wechsel-
wahrscheinlichkeit von einem Bullenregime in ein Birenregime etwa
zehn Prozent (0,103). Fiir jedes der drei Regime dominiert hier die
Wahrscheinlichkeit, auch in der nichsten Periode im aktuellen Re-
gime zu verweilen. Das kann als Persistenz der Regime charakterisiert

werden.

Aufgrund der Ergebnisse in Tabelle 2 kann bereits vermutet wer-
den, dass das Modell (2) die empirischen Uberschreitungskorrelatio-
nen erheblich besser reproduziert als das einfache Modell (1), und ein
erneuter Blick auf Abbildung 1 zeigt, dass dies in der Tat zutrifft. Die
Asymmetrie in der empirischen Korrelationsstruktur wird durch das
Mischungsmodell in befriedigender Weise erfasst. Offen bleibt zu-
nichst die Frage, wie die verbesserte Modellierungsfihigkeit der dis-
kutierten Modellklasse der Markov-Switching-Modelle fiir die Portfolio-

optimierung fruchtbar gemacht werden kann.




